
�������� (* 2019�������� *)

�������� (* �1 (1) �������� *)

�������� z1 = 4 - 3
����

I

�������� 4 - 3 ⅈ

�������� z2 = 2 +

����

I

�������� 2 + ⅈ

�������� z1 + z2

�������� 6 - 2 ⅈ

�������� z1 - z2

�������� 2 - 4 ⅈ

�������� z1 z2

�������� 11 - 2 ⅈ

�������� z1  z2

�������� 1 - 2 ⅈ

��������

���

Abs[z1]

�������� 5

��������

��

Re[z1]

�������� 4

��������

������

Im[z1]

�������� -3

��������

����

Conjugate[z1]

�������� 4 + 3 ⅈ

�������� (* �12 �������������� *)

sol =

��

Solve[z^2 ⩵ 2 - 3
����

I, z]

�������� z → - 2 - 3 ⅈ , z → 2 - 3 ⅈ 

�������� sol2 =

��

Solve[{x^2 - y^2 ⩵ 2, 2 x y == -3}, {x, y},
����

Reals]

�������� x → -1.67… , y →
4

3
-1.67… -

2

3
-1.67…

3
,

x → 1.67… , y →
4

3
1.67… -

2

3
1.67…

3




��������

���

ToRadicals[sol2]

�������� x → -
1

2
2 + 13  , y →

2 + 13 
3/2

3 2
-
2

3
2 2 + 13  ,

x →
1

2
2 + 13  , y → -

2 + 13 
3/2

3 2
+
2

3
2 2 + 13  

�������� (* �2 ������� → ��� z ��� arg z ���� *)

�������� z = -

���

Sqrt[3] - 3
����

I

�������� -3 ⅈ - 3

��������

���

Abs[z]

�������� 2 3

��������

��

Arg[z]

�������� -
2 π

3

�������� (* �3 1 � -1 � n�� *)

��������

���

Clear[z]

��������

��

Solve[z^3 ⩵

����

I, z]

�������� {z → -ⅈ}, z → (-1)1/6, z → (-1)5/6

��������

����

ComplexExpand[%]

�������� {z → -ⅈ}, z →
ⅈ

2
+

3

2
, z →

ⅈ

2
-

3

2


��������

��

Solve[z^6 ⩵ 1, z]

�������� {z → -1}, {z → 1}, z → -(-1)1/3, z → (-1)1/3, z → -(-1)2/3, z → (-1)2/3

��������

����

ComplexExpand[%]

�������� {z → -1}, {z → 1}, z → -
1

2
-
ⅈ 3

2
,

z →
1

2
+
ⅈ 3

2
, z →

1

2
-
ⅈ 3

2
, z → -

1

2
+
ⅈ 3

2


��������

��

Solve[z^6 ⩵ -1, z]

�������� {z → -ⅈ}, {z → ⅈ}, z → -(-1)1/6, z → (-1)1/6, z → -(-1)5/6, z → (-1)5/6
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��������

����

ComplexExpand[%]

�������� {z → -ⅈ}, {z → ⅈ}, z → -
ⅈ

2
-

3

2
, z →

ⅈ

2
+

3

2
, z → -

ⅈ

2
+

3

2
, z →

ⅈ

2
-

3

2


�������� (* �4 ���������, Cauchy-Riemann ��� *)

�������� f[z_] := 1  z^2

�������� (*

����

ComplexExpand[] ����������� *)

��������

����

ComplexExpand[f[x + y
����

I]]

��������
x2

x2 + y22
-

2 ⅈ x y

x2 + y22
-

y2

x2 + y22

�������� u[x_, y_] :=
���⋯

Simplify[
����

ComplexExpand[
��

Re[f[x + y
����

I]]]]

�������� v[x_, y_] :=
���⋯

Simplify[
����

ComplexExpand[
������

Im[f[x + y
����

I]]]]

�������� u[x, y]

��������
x2 - y2

x2 + y22

�������� v[x, y]

�������� -
2 x y

x2 + y22

�������� (* u ��������� *)

�������� {

����

D[u[x, y], x],
����

D[u[x, y], y]}

�������� -
4 x x2 - y2

x2 + y23
+

2 x

x2 + y22
, -

4 y x2 - y2

x2 + y23
-

2 y

x2 + y22


��������

������

Simplify[%]

�������� -
2 x x2 - 3 y2

x2 + y23
,
2 y -3 x2 + y2

x2 + y23


�������� (* v ����������� *)

��������

���⋯

Simplify[
����

D[v[x, y], {{x, y}}]]

�������� -
2 y -3 x2 + y2

x2 + y23
, -

2 x x2 - 3 y2

x2 + y23


�������� f[z_] := 

⋯

Exp[
�⋯

I z] -

�⋯

Exp[-
����

I z]  2
����

I
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�������� u[x_, y_] :=
���⋯

Simplify[
����

ComplexExpand[
��

Re[f[x + y
����

I]]]]

�������� v[x_, y_] :=
���⋯

Simplify[
����

ComplexExpand[
������

Im[f[x + y
����

I]]]]

�������� {u[x, y], v[x, y]}

�������� 
1

2
ⅇ-y 1 + ⅇ2 y Sin[x],

1

2
ⅇ-y -1 + ⅇ2 y Cos[x]

��������

���⋯

Simplify[
����

D[u[x, y], {{x, y}}]]

�������� 
1

2
ⅇ-y 1 + ⅇ2 y Cos[x],

1

2
ⅇ-y -1 + ⅇ2 y Sin[x]

��������

���⋯

Simplify[
����

D[v[x, y], {{x, y}}]]

�������� -
1

2
ⅇ-y -1 + ⅇ2 y Sin[x],

1

2
ⅇ-y 1 + ⅇ2 y Cos[x]

�������� (* �6 ����������������
�������

�����

SeriesCoefficient[] ���������������
����

Series[] �����

�������
��

Sum[] ����������������� *)

(* (1)(a) *)

f[z_] := 1 / (4 - z)

��������

����

Series[f[z], {z, 0, 10}]

��������
1

4
+

z

16
+
z2

64
+

z3

256
+

z4

1024
+

z5

4096
+

z6

16384
+

z7

65536
+

z8

262144
+

z9

1048576
+

z10

4194304
+ O[z]11

��������

�����

SeriesCoefficient[f[z], {z, 0, n}]

�������� 
4-1-n n ≥ 0
0 True

��������

��

Sumz^n  4^(n + 1), {n, 0,
���

Infinity}

�������� -
1

-4 + z

�������� (* b *)

�������� g[z_] := 4  2 z + 3

��������

�����

SeriesCoefficient[g[z], {z, 0, n}]

�������� 
(-1)n 22+n × 3-1-n n ≥ 0
0 True
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��������

��

Sum4 -2^n  3^(n + 1) z^n, {n, 0,
���

Infinity}

��������
4

3 + 2 z

�������� (* (c) *)

�������� h[z_] := 1  z -

����

I^2

��������

�����

SeriesCoefficient[h[z], {z, 0, n}]

��������
--ⅈ

n
(1 + n) n ≥ 0

0 True

��������

��

Sum[(-1)^(n + 1)
����

I^n (n + 1) z^n, {n, 0,
���

Infinity}]

��������
1

-ⅈ + z2

�������� (* d *)

1 +

��

Sumz^n  4^n n, {n, 1,
���

Infinity}

�������� 1 - Log
4 - z

4


��������

����

D[%, z]

��������
1

4 - z

�������� (* 2 *)

�������� F[z_] := 1 / (4 - z)

��������

�����

SeriesCoefficient[F[z], {z, -3, n}]

�������� 
7-1-n n ≥ 0
0 True

��������

��

Sumz + 3^n  7^(n + 1), {n, 0,
���

Infinity}

�������� -
1

-4 + z

�������� (* �7 (1) *)

f[z_] := -z^3 + 3 z^2 + 8 z + 14  z^2 - 2 z - 8

��������

����������

Apart[f[z]]

�������� 1 +
5

-4 + z
- z -

3

2 + z
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��������

�����

SeriesCoefficient[f[z], {z, 1, n}]

��������

-3-1-n 5 + 3 (-1)n n ⩵ 0 || n > 1

-
11
9

n ⩵ 1

0 True

�������� f[1]

�������� -
8

3

�������� -8  3 + -11 (z - 1)  9 +

��

Sum-5 + 3 (-1)^n  3^(n + 1) (z - 1)^n, {n, 2,
���

Infinity}

�������� -
8

3
-
11

9
(-1 + z) +

2 (-1 + z)2 (11 + z)

9 (-4 + z) 2 + z

��������

����

Together[%]

��������
14 + 8 z + 3 z2 - z3

(-4 + z) 2 + z

�������� (* Abel������������� *)

stolz[K_, R_] :=

����

Block{g1, g2}, g1 =

�������

ContourPlot[x^2 + y^2 ⩵ R^2, {x, -2 R, 2 R}, {y, -2 R, 2 R}];

g2 =

������

RegionPlotx^2 + y^2 < R^2 &&
���

Abs1 - x +

����

I y  R  1 -

���

Abs[x +

����

I y]  R ≤ K,

{x, -2 R, 2 R}, {y, -2 R, 2 R};

��

Show[g1, g2]
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�������� R = 1

��

Manipulate[stolz[K, R], {K, 1, 10, 0.1}]

�������� 1

��������

�

���

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

�������� (* ���������� *)

��������

���⋯

Plot3D[
����

Boole[x^2 + y^2 < 4]
⋯

Im[
��

Log[x +

����

I y]], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

��������
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��������

���⋯

Plot3D[
����

Boole[x^2 + y^2 < 4]
⋯

Re[
��

Log[x +

����

I y]], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

��������

���������

�������

ContourPlot
⋯

Im[
��

Log[x +

����

I y]], {x, -2, 2},

{y, -2, 2},
���

Contours →

������

Tablex, x, -

⋯

Pi,
⋯

Pi,
���

Pi  8

���������

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2
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���������

�������

ContourPlot[
⋯

Re[
��

Log[x +

����

I y]], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

���������

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2
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