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1 序：研究のきっかけ
大学 3年次のゼミにおいて，[1]を用いて Sturm-Liouville問題と呼ばれる微分方程式の
固有値問題について学習した．その中で，固有値問題には固有値が無限個存在し，またそ
れに対応する固有関数が存在，さらには固有関数は直交性を持つなど，様々な性質をもっ
ていることも合わせて学習した．
当初は，物理現象をモデリングし，シミュレーションを行うことによって固有値・固有
関数を数値的に考察しようと考えていたのだが，調べていくうちに固有値の存在などの数
学的な部分に興味がわいたために，これらについて自ら学習し，その結果を論文として書
き残すこととした．
そのため，[2]の pp.156-176を読み進め，適宜自分で補足を書き足しながら，微分方程式
の固有値問題に固有値が存在すること，さらに固有値や固有関数に現れる性質などをまと
め，最後に簡単な 1次元の 2階常微分方程式における固有値・固有関数の導出を行い，こ
れらを論文として書き記した．
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2 固有値問題の考察 ～「現代解析入門」から～
2.1 1次元波動方程式

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
(t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ l) (1)

を考える．これはバイオリンの弦のような弾性力のある弦を垂直方向に弾いたとき，時刻
t，弦の位置 xにおける弦の振動 u = u(t, x)を支配する方程式となる．ただし，cは正定数
とする．ここで，さらに境界条件として

u(t, 0) = u(t, l) = 0 (2)

を加える．つまり，弦の両端を固定した上での振動を考える．
今，弦の振動が澄んだ楽音を発するときを考える．このときの振動は定在波となる．し
たがって解 u(t, x)は，

u(t, x) = η(t)ϕ(x)

の形に書き表すことができる．ただし，ここで η(t) ≡ 0またはϕ(x) ≡ 0を認めるといずれ
も u(t, x) ≡ 0となり，すなわち弦が振動しないことを表すことになるからこれを除外して
考える．(1)の式に代入することで，

η′′(t)ϕ(x) = c2η(t)ϕ′′(x)

両辺を c2η(t)ϕ(x)で割って

1

c2
η′′(t)

η(t)
=
ϕ′′(x)

ϕ(x)
.

左辺は tのみに依存し，また右辺は xのみに依存するため，この式が常に等しくなるとき
これらは定数となる．それを kと表すと，

1

c2
η′′(t)

η(t)
= k

ϕ′′(x)

ϕ(x)
= k

なる式が成立する．
しかし，今回の物理現象，すなわち弦の振動の波動方程式として考えた場合，kは負の
値に限る．まず k = 0であるとすると第一式から

η′′(t) = 0 ∴ η(t) = C1t+ C2 (C1, C2は任意定数)

である．しかしこれでは t→ ∞としたとき u(t)が（正または負の）無限大に発散し，すな
わち弦の振動が時間経過ごとにどんどん増大していくことを表してしまう．今回の現象と
してはこの状況は起こり得ないだろうから，この状態を考えないことにする．同様に k > 0

とすると第一式は，
η′′(t) = kc2η(t).

これにより η(t) = C1 exp(
√
k|c|t)+C2 exp(−

√
k|c|t)を得る．ただしC1, C2は任意定数であ

る．しかしこれも，C1, C2が任意であることにより η(t)は t→ ∞で無限大に発散する．し
たがって k > 0も考えず，今回の物理現象においては kを負の数として考えることにする．
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そのため，以降の考察では k = −λ (λ > 0)として
1

c2
η′′(t)

η(t)
= −λ

ϕ′′(x)

ϕ(x)
= −λ

として考えることにする．
ここから，まず係数の簡単な ϕ(x)を決定することを考える．2階線形常微分方程式

ϕ′′(x) = −λϕ(x)

の基本解は cos
√
λx，sin

√
λxであるから，

ϕ(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx

ここで境界条件 (2)を利用する．これにより

ϕ(0) = ϕ(l) = 0

であり，特に ϕ(0) = 0であるからC1 = 0．したがって，

ϕ(x) = C2 sin
√
λx

また，ϕ(l) = 0を利用すると
C2 sin

√
λl = 0

C2 = 0とすると ϕ(x) = 0となり先の考察に反するため，sin
√
λl = 0であり，

√
λl = nπ (n ∈ Z) ∴ λ =

n2π2

l2

と表せる．ただし nは整数であるとしたが，n = 0とすると λ = 0となり先の考察に反
し，さらに 2乗していることから負の数は考えず，したがって nは自然数としてよい．す
なわち，

λ =
n2π2

l2
(n ∈ N)

とかける．これを λnと表す．これにより，

ϕ(x) = C sin
√
λnl = C sin

nπ

l
x

と表せる．これを ϕn(x)と表す．
対応する η = ηn(t)に関しては，計算した λ = λnを代入することで容易に計算できる．

ηn
′′(t) = −c2λnηn(t)

の基本解は cos
√
λnct, sin

√
λnctであり，この線形結合で

ηn(t) = C1 cos
√
λnct+ C2 sin

√
λnct (C1, C2は任意定数)

よって振動数 νnは（関数の周期の逆数として）

νn =

√
λnc

2π
=
nc

l
· 1

2

として得られる．この式は，例えば l :弦の長さを固定したとしても，c :弦の張りを強く
すれば振動数が大きくなる，つまり高い音を発するということを表している．特に ν1は基
音の振動数である．
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2.2 固有値・固有関数
2.2.1 微分方程式の固有値問題

ここで，上記の考察で出現した λn，ϕnが，1次元波動方程式 (1)と境界条件 (2)からな
る固有値問題の，それぞれ固有値・固有関数であることを主張する．この固有値問題に対
する一般的な理論を行うために，次のことを導入する．
定義 1．形式的に自己共役� �
微分作用素 L0[u]を

L0[u] = p(x)u′′ + q(x)u′ + r(x)u

として定める．ただし p(x), q(x), r(x)は区間 [a, b]上の実数値関数で，かつ連続である
とする．ここで L0[u]が形式的に自己共役であるとは

q(x) = p′(x)

とかけること，すなわち L0[u]が

L0[u] = (p(x)u′)′ + r(x)u

の形に書き表せることをいう．� �
さらに，形式的に自己共役な微分作用素 L0[u]について，pは正値性の条件

p(x) ≥ δ > 0 (δは定数)

を満たしているものとする．これらの条件下で，2階 1次元線形微分方程式

L0[u] + λu = 0 (a ≤ x ≤ b) (3)

を考える．この λは未知定数とする．さらに境界条件として

u(a) = u(b) = 0 (4){
−u′(a) + σ1u(a) = 0

u′(b) + σ2u(b) = 0
(σ1, σ2は定数) (5)

のいずれかを適用させる．(5)を適用させる際には

σ1 ≥ 0, σ2 ≥ 0

も合わせて仮定する．
定義 2．固有値と固有関数� �
境界値問題 (3)と (4)，あるいは (3)と (5)の解で恒等的に 0でない解 ϕ = ϕ(x)が存在
するような λの値を固有値といい，また ϕをその固有値に属する固有関数という．さ
らに，固有値・固有関数を求める問題を固有値問題という．� �
この定義から，λが固有値でないとき境界値問題はu ≡ 0のみを解にもち，逆も同様である．
また，λが固有値，ϕ, ψがそれに属する固有関数であるとする．このとき，これらの固
有関数の線形結合C1ϕ+C2ψも，恒等的に 0にならない限りは同じ固有値に属する固有関
数である．したがって，固有値 λに属する固有関数の集合は，定数関数 0を加えて考えれ
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ば線形空間となる．これを E(λ)で表すことにする．これを固有値 λに属する固有空間と
いう．
今後表記を簡潔にするために，(3)と (4)による境界値問題を (EVP)dと記述し，また (3)

と (5)による境界値問題を (EVP)σと記述する．境界条件を区別せず，単純に固有値問題に
ついて述べるときは (EVP)と記述する．さらに，(EVP)d，(EVP)σの固有値全体の集合を
それぞれΛd,Λσと表し，同様に境界条件を区別しないときΛと書く．また境界条件 (4)を
満足する関数 u ∈ C2[a, b]全体をDd，境界条件 (5)を満足する関数 u ∈ C2[a, b]全体をDσ

と表し，こちらも境界条件を区別しないときはDと表す（言うなれば固有値問題の定義域
である）．
さらに，区間 (a, b)上の L2内積を ( , )と表す；

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx.

また，区間 (a, b)上での L2ノルムを ‖ ‖と表すことにする；

‖f‖ =
√

(f, f) =

√∫ b

a

|f(x)|2 dx.

この先，Λの性質を調べていく．さらに，各々の固有値に属する固有関数の性質，特に
完備性を示すことにする．そのために補題をいくつか証明していく．
補題 1� �

(EVP)の固有値はすべて実数である．� �
（証明）(EVP)σの方を示す．λ ∈ Λσとし，ϕを λに属する固有関数であるとする．このと
き ϕ

‖ϕ‖
も同じ固有値に属する固有関数であることから，ここで考える固有関数は ‖ϕ‖ = 1

を満たすものとしてよい．このとき

L0[ϕ] + λϕ = 0

であることから

λ = λ‖ϕ‖2 = λ(ϕ, ϕ) = (λϕ, ϕ) = −(L0[ϕ], ϕ)

= −
∫ b

a

{(p(x)ϕ′)′ + r(x)ϕ}ϕ dx

= − [p(x)ϕ′ϕ]
b
a +

∫ b

a

{p(x)ϕ′ϕ′ − r(x)ϕϕ} dx

= −p(b)ϕ′(b)ϕ(b) + p(a)ϕ′(a)ϕ(a) +

∫ b

a

{p(x)|ϕ′(x)|2 − r(x)|ϕ(x)|2} dx

= p(b)σ1|ϕ(b)|2 + p(a)σ2|ϕ(a)|2 +

∫ b

a

{p(x)|ϕ′(x)|2 − r(x)|ϕ(x)|2} dx.

ここでは，部分積分及び (5)の式を用いている．事前の仮定から a, b, σ1, σ2はすべて実数で
あり，また p(x), r(x)は実数値関数であるから最後の式はすべて実数となる．したがって λ

は実数である． �
補題 2� �

(EVP)の任意の固有値が属する固有空間は 1次元である．� �
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（証明）同様に (EVP)σでの証明を行う．λ ∈ Λσとする．このとき λに属する固有関数ϕは

L0[u] + λu = 0 (6)

の解である．この方程式の解の集合を S(λ)と表す．このとき (6)は 2階の微分方程式であ
ることから

dimS(λ) = 2.

さらに E(λ) ⊂ S(λ)であることより，dim E(λ) ≤ 2となる．
ここで dim E(λ) = 2とすると E(λ) = S(λ)となるが，方程式 (6)に初期条件として

u(a) = 0, u(b) = 1

を追加すると方程式の解は E(λ)に属さないので不適．したがって E(λ)はS(λ)の真部分集
合となり dim E(λ) < 2．これと dim E(λ) > 0とから，dim E(λ) = 1を得る． �
一般に，固有値 λに対して dim E(λ)を λの多重度という．特に dim E(λ) = 1であると
き，固有値 λは単純であるという．先ほどの補題 2により，(EVP)の固有値はすべて単純
であることがわかる．
補題 3� �
固有値 λに属する固有関数のうち，実数値のものが存在する．� �

（証明）λ ∈ Λとし，ϕをそれに属する固有関数とする．先ほどの補題により λは実数であ
るから，ϕ = ϕ(x)も同じ固有値 λに属する固有関数である．このとき，

ψ1 = <(ϕ) =
ϕ+ ϕ

2
, ψ2 = =(ϕ) =

ϕ− ϕ

2i

とすると，これらはいずれも実数値をとり，さらに少なくとも一方は恒等的に 0でない（と
もに 0となるのは ϕ ≡ 0のときに限り，これは固有関数の定義に反するため）．したがっ
て ψ1, ψ2のうち恒等的に 0にならない方が，λに属する実数値の固有関数である． �
補題 4� �
異なる固有値に属する固有関数は直交する．� �

（証明）先に，(EVP)σのとき (L0[ϕ], ψ) = (ϕ,L0[ψ])であることを示す．λ, µ ∈ Λσ, λ 6= µ

とする．まず，(5)や部分積分により

(L0[ϕ], ψ) =

∫ b

a

{(p(x)ϕ′)′ + r(x)ϕ}ψ dx

=
[
p(x)ϕ′ψ

]b

a
−

∫ b

a

{
p(x)ϕ′ψ

′ − r(x)ϕψ
}
dx

= p(b)ϕ′(b)ψ(b) − p(a)ϕ′(a)ψ(a) − (p(x)ϕ′, ψ′) + (r(x)ϕ, ψ)

= −p(b)ϕ(b)ψ(b) − p(a)ϕ(a)ψ(a) − (p(x)ϕ′, ψ′) + (r(x)ϕ, ψ).

(ϕ,L0[ψ]) =

∫ b

a

ϕ

{(
p(x)ψ

′
)′

+ r(x)ψ

}
dx

=
[
p(x)ϕψ

′
]b

a
−

∫ b

a

{
ϕ′p(x)ψ

′ − ϕr(x)ψ
}
dx

= p(b)ϕ(b)ψ′(b) − p(a)ϕ(a)ψ′(a) − (ϕ′, p(x)ψ′) + (ϕ, r(x)ψ)

= −p(b)ϕ(b)ψ(b) − p(a)ϕ(a)ψ(a) − (ϕ′, p(x)ψ′) + (ϕ, r(x)ψ).
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さらに p(x), r(x)は実数値関数であるから

(p(x)ϕ′, ψ′) = (ϕ′, p(x)ψ′), (r(x)ϕ, ψ) = (ϕ, r(x)ψ)

したがって (L0[ϕ], ψ) = (ϕ,L0[ψ])を得る．ここから (3)を使うことにより

λ(ϕ, ψ) = (λϕ, ψ) = −(L0[ϕ], ψ)

= −(ϕ,L0[ψ]) = (ϕ, µψ) = µ(ϕ, ψ)

ただし補題 1により µ ∈ Rであることを用いた．これにより

(λ− µ)(ϕ, ψ) = 0

であるが，λ 6= µであることから (ϕ, ψ) = 0．よって示された． �
固有値問題を調べる際には，L0[u]の代わりに L0[u] − kuを調べても良い．というのは，

L0に対する固有値 λの固有関数は，L0 − kに対する固有値 λ+ kの固有関数になり，その
逆も成立するためである．
ここで，kを十分大きな正数とすると

(−L0[u] + ku, u) ≥ ‖u‖2 (u ∈ D) (7)

が成り立つ．
（証明）補題 1の証明に用いた方法と同様にして，

(−L0[u] + ku, u)

= −(L0[u], u) + k‖u‖2

= p(b)σ1|u(b)|2 + p(a)σ2|u(a)|2 +

∫ b

a

{p(x)|u′|2 − r(x)|u|2} dx+ k‖u‖2

= p(b)σ1|u(b)|2 + p(a)σ2|u(a)|2 +

∫ b

a

p(x)|u′|2 dx+

∫ b

a

{k − r(x)}|u|2 dx.

と書き表せるが，第 3項まではすべて正，かつ第 4項も kを十分大きな正数としたことに
より

(−L0[u] + ku, u) ≥
∫ b

a

|u|2 dx = ‖u‖2

を得る． �
このとき，境界条件 (4)または (5)のもとでの

−L0[u] + ku = f(x) (8)

という微分方程式の境界値問題は，∀f ∈ C[a, b]に対して一意に可解である．このことは，
次の定理（[2] p.152より）から導かれる．
定理：境界値問題の解の一意性� �
微分作用素 L0が定義 1の意味で自己共役であり，かつ，p(x)は正値性の条件

p(x) ≥ δ > 0 (δは定数)

を満たしているものとする．さらに r(x) < 0 (x ∈ [a, b])であるならば，

−L0[u] = f(x)

と境界条件 (4)または (5)からなる境界値問題は一意に可解である．� �
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すなわち，
−(p(x)u′)′ − r(x)u = f(x)

が一意に可解である条件は−r(x) > 0である．このとき，(8)は

−(p(x)u′) − (r(x) − k)u = f(x)

と表すことができ，定理と比較するとこれが一意に可解である条件は

r(x) − k < 0

である．これは，kが十分に大きな正数であるとき実現する．
(8)の解は

u(x) =

∫ b

a

G(x, y)f(y) dy

として与えられる．ここでG(x, y)はGreen関数で，基本解 ϕ, ψを用いて

G(x, y) =


− ϕ(x)ψ(y)

p(y)W (y)
(a ≤ x ≤ y ≤ b)

− ϕ(y)ψ(x)

p(y)W (y)
(a ≤ y ≤ x ≤ b)

として表されるものである．またW (y)はWronskiの行列式である；

W (y) =

∣∣∣∣∣ ϕ(y) ψ(y)

ϕ′(y) ψ′(y)

∣∣∣∣∣ .
ここで，境界値問題のGreen関数G(x, y)を積分核とする積分作用素をGと表す；

Gf(x) =

∫ b

a

G(x, y)f(y) dy

したがって (8)の解は u = Gf と表すことができる．
では，λ′が L0 − kの固有値，ϕはそれに属する固有関数とするならば，

−L0[ϕ] + kϕ = λ′ϕ

となることから，(8)の方程式の解の式から ϕ = G(λ′ϕ)．よって

Gϕ = µϕ

と表せる．ただし µ =
1

λ′
である．これにより，L0の境界条件 u ∈ Dのもとでの固有値問

題は，Gの固有値問題に帰着させることができるということがわかる．またGの固有値は
µであるが，L0の固有値 λとの間には

λ =
1

µ
− k (9)

という関係もある．
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2.2.2 積分作用素Gの固有値問題

ここからは，Gの固有値問題を見ていくことにする．Gの固有値全体を σ(G)と表す．
補題 5� �

σ(G) ⊂ (0, 1]� �
（証明）µ ∈ σ(G)を任意に取ると，(9)と補題 1より µ ∈ Rであり，また明らかに µ 6= 0で
あることから

σ(G) ⊂ R \ {0}

であることに注意する．λ′ =
1

µ
と置くことにすると，これに属する固有関数 ϕは

−L0[ϕ] + kϕ = λ′ϕ, ϕ ∈ D

を満足する．(7)に u = ϕを代入して

‖ϕ‖2 ≤ (−L0[ϕ] + kϕ, ϕ) = (λ′ϕ, ϕ) = λ′‖ϕ‖2

しかし ‖ϕ‖ > 0であるから，λ′ ≥ 1．したがって 0 < µ ≤ 1となり，かつ µは任意として
いるから先の補題を得る． �
さらに，補題 2よりGの固有値は単純であり，また補題 3より固有関数の中には実数値
のものが存在する．
ここで，さらにもう一つ補題を証明する．
補題 6（Ascoliの選出定理，またはAscoli-Arzeláの定理）� �
関数列 un (n = 1, 2, · · · )は閉区間 I = [a, b]上の連続関数の列で，次の性質 i), ii)をも
つとする．

i) ある定数M に対して，|un(x)| ≤M (n = 1, 2, · · · , x ∈ I)．（一様有界性）

ii) 任意の正数 εに対し，nによらない正数 δを

|x1 − x2| < δ ⇒ |un(x1) − un(x2)| < ε (x1, x2 ∈ I)

が成り立つように取れる．（同等連続性）

このとき，{un}∞n=1は I上で一様収束する部分列を含む．� �
（証明）I のN 等分点（両端含む）N + 1個の点をN = 1, 2, · · · と動かすことによって得
られるすべての点全体をDで表すと，集合Dは I で稠密である．また，Dは可算集合で
あるからすべての点に番号をつけることができる．そこでこれを {xk}∞k=1と表す．このと
き i)から {un(x1)}は有界数列である．したがって Bolzano-Weierstrassの定理から収束部
分列を取ることができる．
この部分列を {u1,j(x1)}と表す．ここで，数列 {u1,j(x2)}を考えるとこれも有界であるか
ら，{u2,j(x2)}が収束するように部分列 {u2,j}を取ることができる．これを繰り返していく
ことで，

{un}∞n=1 ⊃ {u1,j}∞j=1 ⊃ {u2,j}∞j=1 ⊃ · · · ⊃ {uk,j}∞j=1 ⊃ · · ·

かつ，各々j → ∞とすると uk,j(xk)が収束するように取ることができる．
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ここで，vj = uj,j (j = 1, 2, · · · )となるように取る1．すると {vj}∞j=1は {un}∞n=1の部分列
であり，∀k ∈ Nとするとき

j ≥ k ⇒ vj ∈ {uk,j}

が成り立つから，j → ∞のとき vj(xk)は収束する．よって，{vj}はDで各点収束する関
数列であることがわかる．
ではここから，{vj}が一様収束することを示す．ε > 0を任意にとる．ここで ii)の条件
を満たす δもとる．次に

N >
b− a

δ

をみたすN ∈ Nについて，I = [a, b]をN 等分したときの分点を ξ1, ξ2, · · · , ξN+1とする．
これらの分点が先ほどの集合Dに属することは明らかである．さらに先に考察したことか
ら，これらすべての点において {vj}は収束するから，

|vj(ξk) − vl(ξk)| < ε (j, l ≥ n0, k = 1, 2, · · · , N + 1)

をみたす n0 ∈ Nが存在する．
ここでDは稠密であるから，∀x ∈ Iについて

(∃ξk) |x− ξk| < δ

とできる．すると ii)の条件により

(∀n ∈ N) |vn(x) − vn(ξk)| < ε

である．したがって

|vj(x) − vl(x)| ≤ |vj(x) − vj(ξk)| + |vj(ξk) − vl(ξk)| + |vl(ξk) − vl(x)|
< ε+ ε+ ε = 3ε.

εは任意正数としたので，{vj}∞j=1は一様収束することが示された． �
今回は Iは 1次元の閉区間としたが，多次元で考える場合は Iをコンパクト集合として
考えれば良い．例えば IをRmの有界閉集合であるとしても，この補題は成り立つ．ここ
から，Ascoliの選出定理によって導かれる系，及び補題を紹介する．
系；連続核積分作用素のコンパクト性� �
I を有界閉集合 [a, b]とし，K = K(x, y)を I × I で連続な関数とする．また，この
K(x, y)を積分核とする積分作用素をKで表す．すなわち

(Ku)(x) =

∫ b

a

K(x, y)u(y) dy (x ∈ I).

今，‖un‖ ≤ M1 (M1は定数)を満足する連続関数の列 {un}に対し，vn = Kunとおく．
このとき連続関数の列 {vn}は一様収束する部分列を含む．� �

（証明）Schwarzの不等式により

|vn(x)|2 ≤
∫ b

a

|K(x, y)|2 dy ·
∫ b

a

|un(y)|2 dy ≤M2 ·M1

1このような vj の選び方を対角線論法という．
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となる．ただしM2 = max
a≤x≤b

(∫ b

a

|K(x, y)|2 dy
)
．これにより {vn}は一様有界であり，同

様に

|vn(x1) − vn(x2)|2 ≤
∫ b

a

|K(x1, y) −K(x2, y)|2 dy ·
∫ b

a

|un(y)|2 dy

≤M1
2ω(x1, x2)

となる．ただし ω(x1, x2) =

∫ b

a

|K(x1, y) −K(x2, y)|2 dy．
しかし，Kは連続であるから |x1 − x2| → 0のとき ω(x1, x2) → 0である．ゆえに {vn}の
同等連続性も示され，Ascoliの選出定理により {vn}は一様収束する部分列を含む． �
これより，固有値問題の考察に戻る．次の補題を考える．
補題 7� �
σ(G)は (0, 1]に含まれる可算集合であり，0以外の点に集積することはない．� �

（証明）補題 5よりすでに σ(G) ⊂ (0, 1]は示されているため，後半を示す．今，µ > 0が
σ(G)の集積点であるとし，µに収束するような σ(G)の点列を {µn}∞n=1，これらに属する
固有関数の列を {ϕn}∞n=1とする．このとき，

‖ϕn‖ = 1 (n = 1, 2, · · · )

であると仮定してよい．するとAscoliの選出定理の系により，{Gϕn}は一様収束する部分
列を含む（M1 = 1とせよ）．するとGϕn = µnϕnであることから

ϕn =
1

µn

Gϕn

として表せ，かつ 1

µn

→ 1

µ
であるから，{ϕn}が一様収束する部分列を含むことになる．

一方で，n 6= mならば補題 4により (ϕn, ϕm) = 0である．すると

‖ϕn − ϕm‖2 = ‖ϕn‖2 + ‖ϕm‖2 = 2 (n 6= m)

したがって ，{ϕn}の収束条件となる (∀ε > 0) ‖ϕn − ϕm‖ < εが満たせないことになる．
つまり {ϕn}のいかなる部分列も，L2ノルムに関して収束列になり得ない．したがって当
然一様収束列にもなり得ない．これは矛盾であるから，µ ≤ 0．ゆえに 0以外の点には集積
しない． �
この補題により，σ(G)は (0, 1]の有限集合となるか，

µ0 > µ1 > · · · > µn > · · · → 0

という下に有界な単調減少な無限数列となるかのいずれかである．しかし，実際には後者
が現実になる．それを証明する．
ここで，恒等的に 0でない任意の連続関数 f に対して

R[f ] = R[G; f ] :=
(Gf, f)

‖f‖2

とおく．この汎関数RをGのRayleigh商とよぶ．ところでGの積分核であるGreen関数
G(x, y)はその定義から

G(x, y) = G(y, x)
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である．この条件のもとにおいてGは L2内積に関して対称性をもつ；

(Gf, h) = (f,Gh).

したがって，f を複素数値関数としても (Gf, f)は実数であり，したがってR[f ]は実数で
ある，ただし，固有関数は実数値のものが必ず存在する（補題 3）から，以降すべての関
数は実数値であるものとして議論を進める．
ここで，u = Gf を (7)に代入すると

(−L0[u] + ku, u) = (f,Gf) ≥ ‖Gf‖2 ≥ 0

となり，特に (Gf, f) = (f,Gf) ≥ 0（等号は f ≡ 0のとき）を得る．一方で Schwarzの不
等式から

‖Gf‖2 ≤ (f,Gf) ≤ ‖f‖ · ‖Gf‖

したがって ‖Gf‖ ≤ ‖f‖．同様にして (Gf, f) ≤ ‖Gf‖ · ‖f‖となることによりこれらをま
とめると

(Gf, f) ≤ ‖Gf‖ · ‖f‖ ≤ ‖f‖2

こうして 0 < R[f ] ≤ 1 (f ∈ C[a, b], f 6≡ 0)を得ることができる．つまりRの値域は有界で
あり

µ0 = sup{R[f ] | f ∈ C[a, b], f 6≡ 0} (10)

をおけば，0 < µ0 ≤ 1である．実はこの µ0がGの最大の固有値であることを証明する．
まず次の補題を考える．
補題 8� �
µ0がR[f ]の最大値ならば，µ0はGの最大の固有値である．そして，R[ϕ] = µ0とな
る ϕは固有値 µ0に属する固有関数である．� �

（証明）µ0がR[f ]の最大値であるとする．このとき

R[ϕ0] = µ0 (ϕ0 ∈ C[a, b] \ {0})

となる ϕ0が存在する．いま tを実数のパラメータとして

η(t) = R[ϕ0 + th] =
(G(ϕ0 + th), ϕ0 + th)

‖ϕ0 + th‖2

を考える（hは任意の連続関数）．tを十分小さいパラメータとすれば，ϕ0 + thを恒等的
に 0にならなくなるようにできる．hを固定して考えることにすると，ηは t = 0のとき最
大値 µ0を取るから

η′(0) = 0

が成り立つ．ここで

(G(ϕ0 + th), ϕ0 + th) = (Gϕ0 + G(th), ϕ0 + th)

= (Gϕ0, ϕ0) + (Gϕ0, th) + (G(th), ϕ0) + (G(th), th)

= t2(Gh, h) + t{(Gϕ0, h) + (Gh, ϕ0)} + (Gϕ0, ϕ0)

= t2(Gh, h) + 2t(Gϕ0, h) + (Gϕ0, ϕ0)

‖ϕ0 + th‖2 = t2‖h‖2 + 2t(ϕ0, h) + ‖ϕ0‖2
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であることより，

η′(t) =
{2t(Gh, h) + 2(Gϕ0, h)} ‖ϕ0 + th‖2 − (G(ϕ0 + th), ϕ0 + th)(2‖h‖2 + 2(ϕ0, h))

‖ϕ0 + th‖4

η′(0) =
2(Gϕ0, h)‖ϕ0‖2 − (Gϕ0, ϕ0) · 2(ϕ0, h)

‖ϕ0‖4

(分母) 6= 0を考慮して (Gϕ0, h)‖ϕ0‖2 − (Gϕ0, ϕ0) · (ϕ0, h) = 0．つまり

(Gϕ0, h) −
(Gϕ0, ϕ0)

‖ϕ0‖2
(ϕ0, h) = 0

(Gϕ0, h) −R[ϕ0](ϕ0, h) = 0

(Gϕ0, h) − (µ0ϕ0, h) = 0 ∴ (Gϕ0 − µ0ϕ0, h) = 0

ここではRayleigh商の定義式及び仮定R[ϕ0] = µ0を用いた．hは任意であるから

Gϕ0 − µ0ϕ0 = 0.

この式はGϕ0 = µ0ϕ0を意味し，したがって µ0がGの固有値，ϕ0がそれに属する固有関
数であることを示す．つまり µ0 ∈ σ(G)である．
この µ0が最大の固有値であることを示す．µ ∈ σ(G)を任意にとり，それに属する固有
関数 ϕを考える．すると µ0が最大値であることからR[ϕ] ≤ µ0．ところで

R[ϕ] =
(Gϕ, ϕ)

‖ϕ‖2
=

(µϕ, ϕ)

‖ϕ‖2
= µ

であるから，µ ≤ µ0．ゆえに µ0は最大の固有値である． �

2.2.3 Gの固有値の存在証明

さらに，ここからGに固有値が存在することを証明する．実は (10)で定義した µ0が固
有値となる．それを証明する；
定理 1� �
µ0 = sup{R[f ] | f ∈ C[a, b], f 6≡ 0}として定義した µ0はGの最大の固有値である．� �

（証明）まず作用素B : C[a, b] → C[a, b]を

Bf = µ0f − Gf

なる式で定義する．するとGの対称性はBに遺伝する．つまり

(Bf, g) = (f,Bg)

と書ける．次に
(Bf, f) = (µ0f − Gf, f) = µ0‖f‖2 − (Gf, f)

により，さらに (Gf, f) ≥ 0だったことから µ0の定義とともに，

0 ≤ (Bf, f) ≤ µ0‖f‖2 (11)

が成立する．

15



続いて，

‖Bf‖ ≤ µ0‖f‖ (12)

を示す．任意の連続関数 f, gを考え，f + gおよび f − gに対して (11)を適用させる．

0 ≤ (B(f + g), f + g) ≤ µ0‖f + g‖2,

0 ≤ (B(f − g), f − g) ≤ µ0‖f − g‖2.

ただし

(B(f + g), f + g) − (B(f − g), f − g) = (Bf +Bg, f + g) − (Bf −Bg, f − g)

= 2(Bf, g) + 2(Bg, f) = 4(Bf, g)

‖f + g‖2 + ‖f − g‖2 = 2‖f‖2 + 2‖g‖2

であるからこれら及び µ0 > 0に注意すると

|4(Bf, g)| = |(B(f + g), f + g) − (B(f − g), f − g)|
≤ |(B(f + g), f + g)| + |(B(f − g), f − g)|
≤ µ0‖f + g‖2 + µ0‖f − g‖2 = 2µ0(‖f‖2 + ‖g‖2)

つまり

2|(Bf, g)| ≤ µ0(‖f‖2 + ‖g‖2). (13)

いま ‖Bf‖ 6= 0, ‖f‖ 6= 0であるとして

g =
‖f‖
‖Bf‖

Bf

とおくことにする．これを (13)に代入する．

(Bf, g) =
‖f‖
‖Bf‖

(Bf,Bf) = ‖f‖ · ‖Bf‖,

‖g‖ =
‖f‖
‖Bf‖

‖Bf‖ = ‖f‖

であるから，
2‖f‖ · ‖Bf‖ ≤ 2µ‖f‖2

ゆえに (12)が示される．一方で
µ0‖f‖ ≥ 0

が 0 < µ0 ≤ 1から従うから，‖Bf‖ = 0のとき (12)は成立する．また ‖f‖ = 0とすると，

‖Bf‖ = ‖µ0f − Gf‖ ≤ µ0‖f‖ + ‖Gf‖ ≤ 0

であるから (12)は成り立つ（最後は ‖Gf‖ ≤ ‖f‖を用いた）．よって (12)は一般に成立
する．
さらに作用素Bは次の性質ももつ：

(∀f, g :連続関数) ‖(Bf, g)| ≤
√

(Bf, f) ·
√

(Bg, g) (14)
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これを証明するために，ε > 0をとり，作用素Bεを

Bεf := Bf + εf

として定義する．このとき

(Bεf, f) = (Bf + εf, f) = (Bf, f) + ε‖f‖2 ≥ ε‖f 2‖

と表せる．さらに tを実数の変数として

η(t) = (Bε(tf − g), tf − g)

= t2(Bεf, f) − 2t(Bεf, g) + (Bεg, g)

とおく．η(t) ≥ 0を常に満足させる条件を考えると，(Bεf, f) > 0のときは

(Bεf, g)
2 ≤ (Bεf, f)(Bεg, g)

であり，すなわち

|(Bεf, g)| ≤
√

(Bεf, f) ·
√

(Bεg, g) (15)

を得る．(Bεf, f) = 0のときは (15)は自明である（‖f‖ = 0となるため）．よって (15)に
おいて ε→ +0とすると (14)を得る．
これで定理の証明の第 1段階は終了である．
次に，µ0はR[f ]の上限であるから

R[fn] → µ0 (n→ ∞)

となるような関数列 {fn}が存在する．ここでは ‖fn‖ = 1を仮定する．そうでない場合も
必要に応じて，fnを fn/‖fn‖で置き換えることが可能だからである．
ここで，n→ ∞としたときに L2において

µ0fn − Gfn → 0 (16)

となることを示す．上記の作用素Bを利用し，(14)において f = fn，g = Bfnとすると

‖Bfn‖2 ≤
√

(Bfn, fn) ·
√

(B(Bfn), Bfn).

ここで（‖fn‖ = 1を利用して）

(Bfn, fn) =
(µ0fn − Gfn, fn)

‖fn‖2
= µ0 −R[fn] → 0 (n→ ∞)

一方 Schwarzの不等式と (12)により

|(B(Bfn), Bfn)| ≤ ‖B(Bfn)‖ · ‖Bfn‖
≤ µ0‖Bfn‖ · µ0‖fn‖
≤ µ0 · µ0‖fn‖ · µ0‖fn‖ = µ0

3.

これより n→ ∞とすれば

‖Bfn‖2 ≤
√
µ0 −R[fn] · µ0

3
2 → 0
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であり，Bfn → 0 (L2収束)．これより (16)を得る．
いま，‖fn‖ = 1であるから，Ascoliの選出定理の系により {Gfn}は一様収束する部分列

{Gfnk
}を含む．その時の極限関数をw0 ∈ C[a, b]と表す．すると (16)によって

fnk
=

1

µ0

{(µ0fnk
− Gfnk

) + Gfnk
}

は w0

µ0

に L2収束する．つまり ϕ0(x) =
1

µ0

w0(x)とおくとき

lim
k→∞

fnk
= ϕ0 (L2収束)

となる，さらに，‖fnk
‖ = 1であること，

| ‖fnk
‖ − ‖ϕ0‖ | ≤ ‖fnk

− ϕ0‖

において k → ∞とすれば
0 ≤ |1 − ‖ϕ0‖ | ≤ 0

となり，したがって ‖ϕ0‖ = 1を得られる．
ここで，部分列に沿って (16)の極限を取る．fnk

→ ϕ0であることと ‖G‖ ≤ 1により

‖Gfm − Gϕ0‖ = ‖G(fm − ϕ0)‖ ≤ ‖fm − ϕ0‖ → 0.

したがってGfm → Gϕ0と表せる．すると (16)から

µ0ϕ0 − Gϕ0 = 0.

これはGϕ0 = µ0ϕ0を表す．したがって µ0はGの固有値，ϕ0はそれに属する固有関数と
なる．もちろん，

R[ϕ0] =
(Gϕ0, ϕ0)

‖ϕ0‖2
=
µ(ϕ0, ϕ0)

1
= µ0

である．以上，これにより µがGの固有値であること，すなわちGが少なくとも 1つの
固有値 µ0をもつことが示された． �
続いて，Gが 2つ目の固有値をもつことを示す．µ0に属する固有関数ϕ0を ‖ϕ0‖ = 1と
なるようにとり，作用素G1 : C[a, b] → C[a, b]を

G1f = Gf − µ0(f, ϕ0)ϕ0

によって定義する．つまりGの定義に戻れば，

(G1f)(x) = (Gf)(x) − µ0(f, ϕ0)ϕ0(x)

=

∫ b

a

{G(x, y) − µ0ϕ0(x)ϕ0(y)} f(y) dy

と表せるというである．この式により，G1は積分核として

G1(x, y) = G(x, y) − µ0ϕ0(x)ϕ0(y)

をもつ積分作用素である．Gの対称性はG1にも遺伝する：

(G1f, h) = (f,G1h).
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ここで，任意の f ∈ C[a, b]に対して v = f − (f, ϕ0)ϕ0とおく．

Gv = Gf − (f, ϕ0)Gϕ0

= Gf − (f, ϕ0)µ0ϕ0 = G1f,

さらに

(G1f, ϕ0) = (Gf − µ0(f, ϕ0)ϕ0, ϕ0)

= (Gf, ϕ0) − µ0(f, ϕ0)(ϕ0, ϕ0)

= (f,Gϕ0) − µ0(f, ϕ0) = 0.

これらより

(Gv, v) = (G1f, f − (f, ϕ0)ϕ0)

= (G1f, f) − (f, ϕ0)(G1f, ϕ0) = (G1f, f)

したがって (Gv, v) ≥ 0と合わせて (G1f, f) ≥ 0 (f ∈ C[a, b])を得る．さらに，

‖v‖2 = ‖f − (f, ϕ0)ϕ0‖2

= ‖f‖2 − 2(f, ϕ0)(f, ϕ0) + (f, ϕ0)
2‖ϕ0‖2

= ‖f‖2 − (f, ϕ0)
2

となることから
(G1f, f) = (Gv, v) ≤ ‖v‖2 ≤ ‖f‖2.

そこで，新たに汎関数R1 : C[a, b] → C[a, b]を

R1[f ] = R[G1; f ] :=
(G1f, f)

‖f‖2
(f ∈ C[a, b] \ {0})

として定義する．また µ1 = sup{R1[f ] | f ∈ C[a, b] \ {0}}とおく．上の不等式などにより
0 ≤ µ1 ≤ 1である．これにより

0 ≤ (G1f, f) ≤ µ1‖f‖2

ここで (12)を示したときの証明と同様の流れから

‖G1f‖ ≤ µ1‖f‖

を示すことができる．ここで µ1 = 0とするとG1f = 0であり，これにより

Gf = µ0(f, ϕ0)ϕ0

が任意の f ∈ C[a, b]で成立することになる．しかしこれは不合理である．この等式による
とGの値域が 1つの関数 ϕ0によって張られているとのことだが，元を正せばGの値域と
は境界条件 (4)もしくは (5)のもとでの

L0[u] − ku = −f(x)

の解 uの定義域Dを表しているのであり，この境界値問題は少なくとも 2つの基本解をも
つはずである．したがって，一つの関数ϕ0のみで領域が張られていることを表すこの等式
は不合理．よって µ1 > 0である．
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µ0がGの最大の固有値であることを示した証明と同様にして，µ1がG1の最大の固有
値であることを証明することができる．ここで，µ1に属するG1の固有関数のうち正規化
されたものを ϕ1として表す：

G1ϕ1 = µ1ϕ1, ‖ϕ1‖ = 1.

ここで，この第一式の両辺と ϕ0との内積を取ると

(左辺) = (G1ϕ1, ϕ0) = (Gϕ1 − µ0(ϕ1, ϕ0)ϕ0, ϕ0)

= (Gϕ1, ϕ0) − µ0(ϕ1, ϕ0)‖ϕ0‖2

= (ϕ1,Gϕ0) − µ0(ϕ1, ϕ0)

= µ0(ϕ1, ϕ0) − µ0(ϕ1, ϕ0) = 0

したがって 0 = µ1(ϕ1, ϕ0)．µ1 > 0であるから (ϕ1, ϕ0) = 0．ここで先の話に戻ると

(G1ϕ1, ϕ0) = (Gϕ1, ϕ0)

であることからG1ϕ1 = Gϕ1となる．したがって

Gϕ1 = µ1ϕ1.

これは µ1がGの固有値であることを示す．
ところで µ0はGの最大の固有値であったから，µ1 ≤ µ0である．しかし一方でϕ0, ϕ1が

（L2内積が 0になることから）線形独立であり，かつGの固有値は単純；dimσ(G) = 1で
あったから，µ0 6= µ1となる．したがって，µ0とは異なる 2つ目の固有値 µ1の存在を示す
ことができた．

3番目の固有値に関しても．

G2f = Gf − µ0(f, ϕ0)ϕ0 − µ1(f, ϕ1)ϕ1

として作用素G2を考えると同様の議論から 0 ≤ (G2f, f) ≤ ‖f‖2 (f ∈ C[a, b])．そこで，

R2[f ] = R2[G2; f ] :=
(G2f, f)

‖f‖2
(f ∈ C[a, b] \ {0})

µ2 = sup{R2[f ] | f ∈ C[a, b] \ {0}}

としてµ2を定義しなおすと，任意の fに対して ‖G2f‖ ≤ µ2‖f‖．これらの議論からµ2 > 0

がG2の固有値である（固有関数 ϕ2）ことが示され，この µ2もまたGの固有値になるこ
と，さらにG1の固有値であり

µ2 < µ1

となることも同様に示される．
4番目，5番目…の固有値・固有関数に関しても同様である．一般に，Gの固有値として

µ0 > µ1 > · · · > µk−1，及びそれらに属する固有関数（正規化済み）ϕ0, ϕ1, · · · , ϕk−1を得
た後は，k番目の固有値に関して

Gkf = Gf −
k−1∑
i=0

µi(f, ϕi)ϕi
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として作用素Gkを定義し，

Rk[f ] = Rk[Gk; f ] :=
(Gkf, f)

‖f‖2
(f ∈ C[a, b] \ {0})

とした汎関数Rk : C[a, b] → C[a, b]，さらに

µk = sup{Rk[f ] | f ∈ C[a, b] \ {0}}

として定義をするとGkの最大の固有値として µkが得られ，これがGにおいては µ0から
数えて k + 1番目の固有値になることまで示すことができる．もちろん，次が成り立つ：

‖Gkf‖ ≤ µk‖f‖. (17)

こうして，Gの固有値の無限列 µ0 > µ1 > · · · および固有関数の正規直交系 {ϕn}∞n=0を
得ることができる．固有値の列 {µn}∞n=0はすべて σ(G)の元で，補題 7により 0以外には
集積しない．すなわち，

µn → 0 (n→ ∞)

である．
さらに {µn}∞n=0以外の固有値は存在しないことを示す．
(Pt) µ ∈ σ(G)で µ 6= µn (n = 0, 1, · · · )を考えると，µに属する正規化された固有関数

ϕをとると，補題 4によりこれはすべての ϕnと直交する，したがって

Gϕ = Gnϕ (n = 1, 2, · · · )

と書き表せる．すると (17)から

‖Gϕ‖ = ‖Gkfϕ‖ ≤ µn‖ϕ‖ = µn.

すると µn → 0よりGϕ = 0である．ところで

Gϕ = µϕ, ‖ϕ‖ = 1

であることから µ = 0である．しかし固有値が 0になることはあり得ないので矛盾である．
よって σ(G)の固有値は µn (n = 0, 1, · · · )に限られ，σ(G) = {µn}∞n=0. �

Gの固有値は単純であり，σ(G)が {µn}∞n=0で尽くされていることにより，固有関数ϕnの
すべてと直交するような固有関数は存在しない，すなわち正規化した固有関数の列 {ϕn}∞n=0

以外の正規化されたGの固有関数は存在しないことも合わせてわかる．
さらに，これよりも強い次の命題が成り立つ．
命題� �
正規化された固有関数の列 {ϕn}∞n=0は次の意味で完全である．すなわち，これらのす
べてと直交する連続関数は恒等的に 0のものに限る．� �

（証明）f ∈ C[a, b]かつ (f, ϕn) = 0 (n = 0, 1, · · · )と仮定する．このとき

Gf = Gnf (n = 1, 2, · · · )

であることから，(17)より ‖Gf‖ ≤ µn‖f‖．n→ ∞としてGf = 0である．ところで，本
来考えていた問題は境界条件 (4)または (5)のもとでの

−L0[u] + ku = f
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という微分方程式で，この解は u = Gf と表せたのであったから，Gf = 0であるとは
−L0[u] + ku = f が u ≡ 0に対して成り立つことを表している．このことから代入により
f ≡ 0．(f, ϕn) = 0を満たす f ∈ C[a, b]はこれのみである． �
以上のことから次の定理が成立する．
定理 2� �
σ(G)は区間 (0, 1]に含まれる可算個の単純固有値

µ0 > µ1 > · · · > µn > · · · → 0

からなりこれらに属する正規化された固有関数の列{ϕn}∞n=0は完全な正規直交系をなす．� �
これはGに関する記述であるが，もとの微分方程式の固有値問題について言い直すとこの
ようになる．
定理 3� �
固有値問題 (EVP)に関し，+∞に発散する単純固有値

λ0 < λ1 < · · · < · · · → +∞

が存在し，それらに属する正規化された固有関数の列 {ϕn}∞n=0は完全な正規直交系を
なす．� �

Gの固有値 µとL0の固有値 λには (9)で示す関係があったので，0 < µ0 ≤ 1が 0に収束す
るならば λは+∞に発散する．したがってこのような定理が導かれる．

2.3 固有値問題の具体例
2.3.1 (EVP)dの例

ここでは具体的な固有値問題について考える．この章においてはL0[u] = u′′，[a, b] = [0, π]

として {
−u′′ = λu (0 ≤ x ≤ π),

u(0) = u(π) = 0.

の解 u = u(x)のうち恒等的に 0でないものを考える．方程式 (1)を xについて変数分離し
た際に現れる方程式に（定義域を除けば）等しい．
しかし，ここで λ = 0とすると基本解が 1, xで

u(x) = C1 + C2x (C1, C2は任意定数)

と書ける．境界条件を考えることにより

C1 = 0, C2π = 0

したがってC1 = C2 = 0で，これは u(x) = 0を表す．これは恒等的に 0でないものを考え
るという今回の趣旨に反する．これにより λ = 0は固有値ではないことがわかる．
以下は λ 6= 0とする．基本解は cos

√
λx及び sin

√
λxであり，

u(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx (C1, C2は任意定数)
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と表せる．まず境界条件 u(0) = 0からC1 = 0であり，u(π) = 0により

C2 sin
√
λπ = 0.

C2 = 0は u ≡ 0となり今回の趣旨に反するからC2 6= 0．このとき
√
λπ = nπ (n ∈ Z)だ

から
λ = n2.

ただし λ 6= 0であり，かつ 2乗を考えることから n ∈ Nとしてよい．したがって固有値は
λn = n2 (n ∈ N)，すると解 u = u(x)は

un(x) = C2 sinnx

であるが，これを正規化する．すなわち ‖un‖ = 1を考える．単純のためC2 > 0とすると∫ π

0

(C2 sin x)2 dx = 1

C2
2

∫ π

0

1

2
(1 − cos 2x) dx = 1

C2
2

[
1

2

(
x− 1

2
sin 2x

)]π

0

= 1

π

2
C2

2 = 1 ∴ C2 =

√
2

π
.

したがって正規化された固有関数 ϕn = ϕn(x) (n = 1, 2, · · · )は

ϕn(x) =

√
2

π
sinnx.

2.3.2 (EVP)σの例

(EVP)σでも考えられる．σ = 0として{
−u′′ = λu (0 ≤ x ≤ π),

u′(0) = u′(π) = 0.

微分方程式の基本解は同じである，まず λ = 0のとき，一般解 u = u(x)は

u(x) = C1 + C2x (C1, C2は任意定数).

境界条件 u′(0) = u′(π) = 0からC2 = 0を得るので

u(x) = C (CはC 6= 0の任意定数)

である．
次に λ 6= 0を考える．基本解は先の微分方程式と同じで

u(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx (C1, C2は任意定数).

このとき u′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+C2

√
λ cos

√
λx．まず u′(0) = 0であるからC2 = 0．続

いて u′(π) = 0とすると，同様にC1 6= 0，さらに λ 6= 0だから
√
λ sin

√
λπ = 0 ∴ λ = n2 (n ∈ N).
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このとき固有値は λn = n2 (n ∈ N)であり，このときの解 u = u(x)は

u(x) = C1 cosnx(n ∈ N).

以上の議論から固有値は λn = n2 (n = 0, 1, · · · )であり固有関数は

u(x) =

{
C (n = 0)

C1 cosnx (n ∈ N)

再びこれを正規化する．‖u‖ = 1，およびC,C1 > 0を仮定し，まず n = 0のとき，∫ π

0

C2 dx = 1

C2π = 1 ∴ C =
1√
π
.

n ∈ Nのとき， ∫ π

0

(C1 cosnx)2 dx = 1

C1
2

2

[
x+

1

2
sin 2x

]π

0

= 1

C1
2

2
π = 1 ∴ C1 =

√
2

π
.

ゆえに正規化された固有関数 ψn = ψn(x) (n ∈ N)は

ψn(x) =


1√
π

(n = 0)√
2

π
cosnx (n ∈ N)

なる式で与えられる．

2.4 固有関数とFourier型級数
この章の終末として，定理 3であげた固有関数の列 {ϕn}∞n=0による，任意関数のFourier

型展開について記述する．まず定理の通り {ϕn}∞n=0は正規直交系である．可積分な関数 u

の正規直交系 {ϕn}による Fourier級数とは，

αn = (u, ϕn) (n = 0, 1, · · · )

を用いた形式的な級数
∞∑

n=0

αnϕn (18)

のことをいう．いま uが区分的に連続かつ |u|2が可積分な uが，{ϕn}によって Fourier級
数型展開が可能であるとは，(18)の級数が uにL2収束することをいう．特に u ∈ C[a, b]は

u =
∞∑

n=0

αnϕn =
∞∑

n=0

(u, ϕn)ϕn
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なる式で展開される．これを示す．
まず u ∈ Dの場合には−L0[u] + ku = −f なる式で定まる f ∈ C[a, b]によって

u = Gf =

∫ b

a

G(x, y)f(y) dy

と表せる．ここで

Gkf = Gf −
k−1∑
i=0

µi(f, ϕi)ϕi

を利用することにより次を得る：

u = Gf = Gkf +
k−1∑
i=0

µi(f, ϕi)ϕi.

ところで µiはGの固有値，ϕiはそれに属する固有関数であったから

µi(f, ϕi) = (f, µiϕi) = (f,Gϕi)

= (Gf, ϕi) = (u, ϕi) = αi.

すなわち

u = Gkf +
k−1∑
i=0

αiϕi.

特に部分和 Sk[u] =
k−1∑
i=0

αiϕiをおくと u = Gkf + Sk[u]であり，(17)を用いることで

‖Gkf‖ = ‖u− Sk[u]‖ ≤ µk‖f‖ → 0 (∵ µk → 0)

これにより Sk[u]は uに L2収束することが示された． �
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3 まとめと展望
今回の考察により，1次元の 2階線形常微分方程式に固有値・固有関数が存在すること
を確認することができた．その際，積分作用素Gの導入や，これによって新たな固有値問
題へと帰着させ，こちらの固有値問題で固有値が存在することを証明するなど，今まで学
習したことのない証明方法を学ぶことができたのは良い経験となった．
しかし，時間がなかったためそれを多次元へと拡張できなかったのは残念である．多次
元の固有値問題に対して固有値が存在することを示すことができれば，より複雑な物理現
象についても説明がしやすくなったであろう．また，1次元のみとはいえ先に 2003年度の
レポート [3]にあった常備分方程式の数値計算をこちらでも実行してみるなど，シミュレー
ションを行う時間も取ることができなかったのも悔やまれる．具体的な固有値問題は一部
を 3節で取り上げたが，これをコンピュータでシミュレーションを行い，その結果から固
有値の数値計算・固有関数の可視化などができるはずであり，それも時間の都合上行うこ
とは叶わなかった．
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