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1 Introduction 

 1966 年、Mark Kac は 
” Can One Hear the Shape of a Drum?” [参考⽂献 1] 

を発表した。そこで Kac は、タイトルにもあるように、ドラムの形は聴き分け
られるかと問いた。 
 形が違う 2 つのドラムでも、固有値が同じであるならば同じ⾳を出すのではな
いか、ということである。 
 1991 年、C. Gordon と D. Webb が⾯積と周⻑は等しいが形は違う、けれども
同じ⾳を持つ 2 次元・3 次元の図形のペアを探し出した。([3]) 
 つまり、Kac の問いは否定的に解決された。 
 これを受け、1995 年、S. J. Chapman は 

“Drums That Sound the Same” ([2]) 
で、現在知られている、違う形で同じ⾳を出す最も単純な 2 次元図形を発表し
た。 
 本卒業研究は、Mark Kac の問いに対する S. J. Chapman の論⽂で記された⼆
つのドラムが本当に同じ⾳を出すのか、FreeFem++というソフトを⽤いて数値
実験を⾏うこと、[2]には書かれていない初等的な証明を試みることに⽬的を置
いた。 
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2 Drums That Sound the Same の論⽂紹介 

 本章では、Chapman の論⽂[2]の内容をまとめると共に、次章での数値解析の
前準備をする。 
 

   2.1 Chapman の主張 

 Kac が問うた「ドラムの形を聞くことができるか」は、ドラムの振動する周波
数が分かればその形を判別できるか、ということである。ドラムの振動を数学的
には次の式で表すことが出来る。u が膜 D の基準位置からの変位である場合、
u は、 

∆𝑢 =
𝜕-𝑢
𝜕𝑡- 	 , 𝑖𝑛	𝐷	, 

u=0, on ∂D 
初期条件 

を満たす。 
 解 𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡 は次のような式で表せる。 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝐴4𝜑4 𝑥, 𝑦
6

478

sin 2𝜋 𝜆4𝑡 + 𝛼4 					(𝐴4, 𝛼4は初期条件で定まる。) 

 ただし、𝜆4, 𝛼4は次の固有値問題の解である。 

−∆𝑢 = 𝜆𝑢	𝑖𝑛	𝐷
𝑢 = 0	𝑜𝑛	𝜕𝐷  

 この固有値問題において、2 つの領域が、同じ固有値を持つ図形、つまり
Chapman が⽰したものが以下の図 1(左:S 右:T とする)である。 
 また、S を 7 個の三⾓形(A~G)に分割し、裏⾯には表⾯と対応するように
𝐴~𝐺とする。 
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      S                  T 
図 1(Chapman [2]) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

S と S の裏返し 



 6 

 

    2.2 PAPER FOLDING 

Chapman は、S と T が同じ⾳を出す証明として折り紙操作を⾏った。 
図 1 の S と同じ形をした紙 3 枚を考える。 
・折り紙操作 
 S の形の紙 3 枚を⽤いて、T の形をしたものを作る。S の形の紙 3 枚をそれぞ
れⅠ,Ⅱ,Ⅲと名付ける。そこで、Ⅰの折り紙を、図 2 のように折り込みⅠʼを作る。 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
   Ⅰ   Ⅰʻ 

図 2(※参考⽂献[2]) 
 次に、Ⅱの折り紙を裏返し、図 3 のように折り込みⅡʼを作る。 
 
 
 
 
 
 
    Ⅱ        Ⅱʼ 

図 3(※参考⽂献[2]) 
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 最後に、Ⅲの折り紙を裏返し、図 4 のように折り込みⅢʼを作る。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                   Ⅲ      Ⅲʼ 

図 4(※参考⽂献 2) 
 こうして出来たⅠʼ〜Ⅲʼを、Ⅰ'の A がⅡ'の𝐹、Ⅲʼの𝐷と⼀致するように 3 枚を
重ねる。すると、図 5 のように、図 1 で記した T と同じ形になる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                             図 5(※参考⽂献 2) 
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 𝑥 ∈三⾓形①とするとき、それに対応する点𝑥F,𝑥G, 𝑥Hを三⾓形 A,B,G 上に取る。 
この𝑥F,𝑥G, 𝑥Hを⽤いて、𝑢 𝑥 = 𝑢 𝑥F − 𝑢 𝑥G − 𝑢(𝑥H) 
で定める。 
 以上で説明した①における𝑢の定め⽅を図 5 の①のように𝐴 − 𝐵 − 𝐺図⽰する。
同様にして②〜⑦における𝑢の値を定める。 
 こうして定義した𝑢: 𝑇 → ℝとすると、 

−∆𝑢 = 𝜆𝑢	𝑖𝑛	𝑇
𝑢 = 0	𝑜𝑛	𝜕𝑇  

を満たし、𝜆に属する固有関数となる。 
 
 

    2.3 𝒖 = 𝟎	𝒐𝒏	𝝏𝑻 の証明 

 図 5 に描かれている三⾓形①に限定して証明する。②〜⑦も同様にして証明出
来る。 
 ①において⻘い線で描かれている辺上にある 
点を𝑥とする。 
𝑥F,𝑥G, 𝑥H ∈ ∂𝑆なので、 

𝑢 𝑥F = 𝑢 𝑥G = 𝑢 𝑥H = 0 
よって、𝑢 𝑥 = 0 − 0 − 0 = 0 
 
 ①において⾚い線で描かれている辺上にある 
点を𝑥とする。 
   𝑥F = 𝑥Gより、𝑢 𝑥F = 𝑢 𝑥G  
   𝑥H ∈ ∂𝑆より、𝑢 𝑥H = 0 
よって、𝑢 𝑥 = 𝑢 𝑥F − 𝑢 𝑥G − 𝑢 𝑥H = 0 
 
 
 
 
 
 

𝐴 − 𝐵U − �̅� 

     ① 𝑥W 

𝐴 − 𝐵U − �̅�  

            

         ① 

𝑥W 
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     2.4 −∆𝒖 = 𝝀𝒖	𝒊𝒏	𝑻 の証明 

 ∆は平⾏移動、回転、裏返しなどの直交変換で不変であるから、各⼩三⾓形①〜
⑦の内部で−∆𝑢 = 𝜆𝑢を満たすことがわかる。 
 残る問題は、T の内部のうち、2 つの三⾓形の境界にある点𝑥において、
−∆𝑢 𝑥 = 𝜆𝑢(𝑡)が成り⽴つことの証明である。それは次の 2 つの補題を⽤いて
証明出来る。参考⽂献[3]では、楕円型微分⽅程式の解の正則性定理や環のスペ
クトルなどを⽤いて証明している。今回、[4]を参照しながら初等的な証明を試
みた。 
 
Lemma1 
 図のように隣り合った三⾓形 P,Q に対して、−∆𝑢 = λu	in	(P ∪ Q の内部) が
成り⽴っていれば、−∆𝑢 = 𝜆𝑢	𝑖𝑛	(𝑃 ∪ 𝑄の内部) となる。 
 
 
 

 
 
 

  
  

 
     
 関数が P と Q の境界でC-級     こちらでも𝑃と𝑄の境界で𝐶-級 
 この Lemma を図 5 において、 
(P,Q)=(A,B)(B,C),(C,D),(E,F),(G,E) として適⽤する。 
(証明) 
𝑃 ∪ 𝑄における𝑢のグラフは元々の図形 S における𝑢のグラフを裏返しにしたも
のである。 
ゆえに、−∆𝑢 = 𝜆𝑢が成り⽴つ。∎ 
 
 

P 

Q 

𝑃U 

𝑄U 𝑄U 
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∆ 

 
 
Lemma2 
 
 
 

 𝑃 
 
 
 三⾓形 P の内部で u は𝐶-級で、− ∆𝑢 = 𝜆𝑢 とする。また、1 つの辺 s で固有
関数 u=0 とする。 
 𝑃と𝑃を下図のように s で貼り合わせた𝑃 ∪ 𝑃において、 

𝑢 𝑥 =
𝑢 𝑥 		(𝑥 ∈ 𝑃)
𝑢 𝑥 	(𝑥 ∈ 𝑃) 	 

と定めるとき𝑢は𝑃 ∪ 𝑃で𝐶-級で −∆𝑢 = 𝜆𝑢		𝑖𝑛	(𝑃 ∪ 𝑃) 
 この Lemma を図 5 において、 
(P, 𝑃)= 𝐴, 𝐴 , 𝐶, 𝐶 , 𝐹, 𝐹 , 𝐺, 𝐺 として適⽤する。 
 
(証明) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑃 = 𝑥, 𝑦 𝑥 ≥ 0, 𝑥 + 𝑦 ≤ 1, 𝑥 − 𝑦 ≤ 1  
𝑠 = {(𝑥, 𝑦)| − 1 ≤ 𝑦 ≤ 1} 
𝑃 = {(𝑥, 𝑦)|(−𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃} 

s 

x 

 

 

y 

O 
𝑃 𝑃U 

 

-1 

-1 1 

1 
s 
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u(x,y)は、 −∆𝑢 = 𝜆𝑢	𝑖𝑛	𝑃
𝑢 = 0	𝑜𝑛		𝑠	 → 	𝑢 0, 𝑦 = 0			(0 ≤ 𝑦 ≤ 1)  を満たす。 

このとき、𝑃 ∪ s で𝑢は𝐶-級になることを認めて議論する。 
 𝑢: 𝑃 ∪ 𝑃 → ℝ は 
           𝑢 𝑥, 𝑦 			(𝑥 ≥ 0)  
𝑢 𝑥, 𝑦 = 
           −𝑢 −𝑥, 𝑦 		(𝑥 ≤ 0) 
と表せる。𝑥 = 0 のとき	𝑢 0, 𝑦 = 0であるから⽭盾は⽣じない。 
 すると、−1 ≤ y ≤ 1で 

𝑢 0, 𝑦 = 0, 
𝑢l 0, 𝑦 = 0, 
𝑢ll 0, 𝑦 = 0 

である。 
𝑢 +0, 𝑦 = lim

o→p,oqp
𝑢 𝑥, 𝑦 = lim

o→p,oqp
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢 0, 𝑦 = 0 

𝑢 −0, 𝑦 = lim
o→p,orp

𝑢 𝑥, 𝑦 = lim
o→p,orp

−𝑢(−𝑥, 𝑦) = −𝑢 0, 𝑦 = 0 

これより、𝑢は s で連続である。 
 
 
 また、 

 𝑢o 𝑥, 𝑦 = 𝑢o 𝑥, 𝑦 			(𝑥 > 0)
𝑢o −𝑥, 𝑦 		(𝑥 < 0),	𝑢oo 𝑥, 𝑦 = 𝑢oo 𝑥, 𝑦 			(𝑥 > 0)

−𝑢oo −𝑥, 𝑦 		(𝑥 < 0) 

なので、 
𝑢o +0 = lim

o→p,oqp
𝑢o 𝑥 = 𝑢o(0) 

𝑢o −0 = lim
o→p,orp

𝑢o −𝑥 = 𝑢o(0) 

𝑢o +0 と𝑢o −0 が⼀致するので、𝑢は 0 で微分可能で𝑢oは s で連続である。 
𝑢oo +0, 𝑦 = lim

o→p,oqp
𝑢oo 𝑥, 𝑦 = 𝑢oo(0, 𝑦) = 𝜆𝑢 0, 𝑦 − 𝑢ll 0, 𝑦 = 0 

𝑢oo −0, 𝑦 = lim
o→p,orp

𝑢oo 𝑥, 𝑦 = lim
o→p,orp

− 𝑢oo −𝑥, 𝑦 = −𝑢oo 0, 𝑦  

= −𝜆𝑢 0, 𝑦 − 𝑢ll 0, 𝑦 = 0 
𝑢oo +0, 𝑦 と𝑢oo −0, 𝑦 が⼀致するので、𝑢oは 0 で微分可能で𝑢ooは s で連続であ
る。 
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 また、 

lim
o,l → p,l

oqp

𝑢ol 𝑥, 𝑦 = lim
o,l → p,l

oqp

𝑢ol 𝑥, 𝑦 = 𝑢ol 0, 𝑦  

      lim
o,l → p,l

orp

𝑢ol 𝑥, 𝑦 = lim
o,l → p,l

orp

𝑢ol −𝑥, 𝑦 = 𝑢ol(0, 𝑦) 

ゆえに𝑢olは(0,y)で連続。𝑢loについても同様。 
よって、これらより𝑃と𝑃は𝑠で𝐶-級であることがわかった。∎ 
 Lemma1,Lemma2 より、図形 S と T の固有値は等しいことが証明された。 
 
 
 

  3 数値実験 

3.1 FreeFem++のプログラム 

 FreeFem++とはパリ第 6 ⼤学 J. L. Lions 研究所が開発した有限要素解析ツー
ルである。 
 FreeFem++によって、固体・流体での問題、⽣物モデルなどに現れる反応拡
散系まで、様々な偏微分⽅程式境界値問題を有限要素法で解き、数値実験を⾏
うことができる。FreeFem++では、ユーザーが指定した 2 次元領域に対して⾃
動的に三⾓形要素分割を⽣成し、前述した弱形式により記述された問題に対し
て、弱解を求め、可視化することが可能である。 
 本卒業研究で⽤いた⽅程式の弱形式は、 

𝑢o𝑣o + 𝑢l𝑣l 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝜆 𝑢𝑣 𝑑𝑥 𝑑𝑦
ww

 

である。この弱形式は FreeFem++でプログラミングする際に⽤いられる。 
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//S の固有値を n ごとに求めるプログラム 

int n=80; 
border a0  (t = 0, 1) { x = t/2.0; y = t/2.0; }  
border a1  (t = 0, 1) { x = 1/2.0*t+1/2.0; y = 1/2.0-1/2.0*t; }  
border a2  (t = 0, 1) { x = 1; y = t; }  
border a3  (t = 0, 1) { x = 1-1/2.0*t; y = 1+1/2.0*t; } 
border a4  (t = 0, 1) { x = 1/2.0+1/2.0*t; y = 3/2.0+1/2.0*t; }  
border a5  (t = 0, 1) { x = 1-1/2.0*t; y = 2+1/2.0*t; }  
border a6  (t = 0, 1) { x = 1/2.0-1/2.0*t; y = 5/2.0-1/2.0*t; }  
border a7  (t = 0, 1) { x = 0; y = 2-2*t; }  
mesh Th = 
buildmesh(a0(n)+a1(n)+a2(n)+a3(n)+a4(n)+a5(n)+a6(n)+a7(2*n));  
savemesh(Th,"S for change.msh"); 
plot(Th,wait=1); 
 
real Tmax=100; 
fespace Vh(Th, P1); 
 
Vh u1,u2; 
real sigma = 0;  
real [int]levels = -3.0:1.0:3.0; 
 
varf op(u1,u2)= int2d(Th)( dx(u1)*dx(u2) + dy(u1)*dy(u2) - sigma* u1*u2 ) 
             + on(a0,a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,u1=0) ;  
varf b([u1],[u2]) = int2d(Th)( u1*u2 );  
matrix OP= op(Vh,Vh,solver=Crout,factorize=1); 
                              
matrix B= b(Vh,Vh,solver=CG,eps=1e-20); 
 
 
int nev=40;         
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real[int] ev(nev);  
Vh[int] eV(nev);    
 
int k=EigenValue(OP,B,sym=true,sigma=sigma,value=ev,vector=eV, 
                   tol=1e-10,maxit=0,ncv=0) ; 
                              
for (int i=0;i<k;i++) { 
  u1=eV[i]; 
  real gg = int2d(Th)(dx(u1)*dx(u1) + dy(u1)*dy(u1)); 
  real mm= int2d(Th)(u1*u1); 
  cout<<ev[i]<<endl; 
  plot(eV[i],cmm="Eigen Vector "+i+" valeur =" + 
ev[i] ,viso=levels,boundary=1,nbiso=60,wait=0,value=1); 
} 
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//T の固有値を n ごとに求めるプログラム 

int n=80; 
border a0  (t = 0, 1) { x = t; y = 0; }  
border a1  (t = 0, 1) { x = 1-t/2.0; y = t/2.0;  }  
border a2  (t = 0, 1) { x = 1/2.0+t; y = 1/2.0+t;  }  
border a3  (t = 0, 1) { x = 3/2.0-t/2.0; y = 3/2.0+t/2.0; } 
border a4  (t = 0, 1) { x = 1-t; y = 2;  }  
border a5  (t = 0, 1) { x = t/2.0; y = 2-t/2.0; }  
border a6  (t = 0, 1) { x = 1/2.0-t/2.0; y = 3/2.0-t/2.0; }  
border a7  (t = 0, 1) { x = 0; y = 1-t; }  
mesh Th = 
buildmesh(a0(n)+a1(n)+a2(2*n)+a3(n)+a4(n)+a5(n)+a6(n)+a7(2*n));  
savemesh(Th,"T for change.msh"); 
plot(Th,wait=1); 
 
real Tmax=100; 
fespace Vh(Th, P1); 
 
Vh u1,u2; 
real sigma = 0;  
real [int]levels = -3.0:1.0:3.0; 
 
varf op(u1,u2)= int2d(Th)( dx(u1)*dx(u2) + dy(u1)*dy(u2) - sigma* u1*u2 ) 
             + on(a0,a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,u1=0) ;  
varf b([u1],[u2]) = int2d(Th)( u1*u2 );  
matrix OP= op(Vh,Vh,solver=Crout,factorize=1); 
                              
matrix B= b(Vh,Vh,solver=CG,eps=1e-20); 
 
 
int nev=40;         
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real[int] ev(nev);  
Vh[int] eV(nev);    
 
int k=EigenValue(OP,B,sym=true,sigma=sigma,value=ev,vector=eV, 
                   tol=1e-10,maxit=0,ncv=0) ; 
                              
for (int i=0;i<k;i++) { 
  u1=eV[i]; 
  real gg = int2d(Th)(dx(u1)*dx(u1) + dy(u1)*dy(u1)); 
  real mm= int2d(Th)(u1*u1); 
  cout<<ev[i]<<endl; 
  plot(eV[i],cmm="Eigen Vector "+i+" valeur =" + 
ev[i] ,viso=levels,boundary=1,nbiso=60,wait=0,value=1); 
} 

 
 
 

3.2 実⾏結果 その 1 

 S と T でそれぞれ求まった固有値の誤差の推定を、Mathematica を⽤いて対数
グラフ化した。これにより、S と T の固有値の誤差のを⼩さい⽅から 20 個視覚
化した。𝑆p,8,…,8y, 𝑇p,8,…,8yとは、試⾏回数 20 回での n=10,20,40,80,160,320,640 の
時のそれぞれの固有値の誤差の推定である。 
 横軸は n の対数、縦軸は固有値の誤差の推定を表している。 
以下 Mathematica のソースコード 

data1 = {{10, 0.2766} ,{20, 0.0807} , {40, 0.0269 }, {80, 0.0086}, {160, 0.003} , {320, 0.0011}} 

data2 = {{10, 0.2116 }, {20, 0.0783 }, {40, 0.0251 }, {80, 0.0082 }, {160, 0.0029 }, {320, 0.0012}} 

ListLogLogPlot[{data1, data2}, Joined -> True, PlotLegends -> {S0, T0}] 

data3 = {{10, 0.3971} , {20, 0.1193} , {40, 0.0349} , {80, 0.0107} , {160, 0.0034} , {320, 0.0012}} 

data4 = {{10, 0.3465} , {20, 0.11 }, {40, 0.0324} , {80, 0.0105} , {160, 0.0037} , {320, 0.0011}} 

ListLogLogPlot[{data3, data4}, Joined -> True, PlotLegends -> {S1, T1},PlotMarkers -> Automatic] 

data5 = {{10, 0.9486} , {20, 0.2537} , {40, 0.0751} , {80, 0.0225} , {160, 0.0073} , {320, 0.0025}} 
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data6 = {{10, 0.6969} , {20, 0.2147} , {40, 0.0642} , {80, 0.0212} , {160, 0.0073} , {320, 0.0022}} 

ListLogLogPlot[{data5, data6}, Joined -> True, PlotLegends -> {S2, T2}, PlotMarkers -> Automatic] 

data7 = {{10, 1.0543} , {20, 0.2699} , {40, 0.0717} , {80, 0.0188} , {160, 0.0051} , {320, 0.0014}} 

data8 = {{10, 0.9095} , {20, 0.2402} , {40, 0.0623} , {80, 0.0168} , {160, 0.0045} , {320, 0.0013}} 

ListLogLogPlot[{data7, data8}, Joined -> True, PlotLegends -> {S3, T3}, PlotMarkers -> Automatic] 

data9 = {{10, 1.5556} , {20, 0.4068} , {40, 0.1131} , {80, 0.0314} , {160, 0.0095} , {320, 0.0031}} 

data10 = {{10, 1.1717} , {20, 0.3581} , {40, 0.0984} , {80, 0.0283} , {160, 0.0088} , {320, 0.0029}} 

ListLogLogPlot[{data9, data10}, Joined -> True, PlotLegends -> {S4, T4}, PlotMarkers -> Automatic] 

data11 = {{10, 2.2458} , {20, 0.5535} , {40, 0.148} , {80, 0.038} , {160, 0.0103} , {320, 0.0029}} 

data12 = {{10, 1.7225} , {20, 0.4604} , {40, 0.1216} , {80, 0.0322} , {160, 0.0088} , {320, 0.0025}} 

ListLogLogPlot[{data11, data12}, Joined -> True, PlotLegends -> {S5, T5}, PlotMarkers -> Automatic] 

data13 = {{10, 2.8568} , {20, 0.7539} , {40, 0.1899} , {80, 0.05} , {160, 0.0134} , {320, 0.0038}} 

data14 = {{10, 2.2132} , {20, 0.6167} , {40, 0.1569} , {80, 0.0418} , {160, 0.0114} , {320, 0.0033}} 

ListLogLogPlot[{data13, data14}, Joined -> True, PlotLegends -> {S6, T6}, PlotMarkers -> Automatic] 

data15 = {{10, 2.8946} , {20, 0.7597} , {40, 0.1888} , {80, 0.047} , {160, 0.012} , {320, 0.0032}} 

data16 = {{10, 2.9285} , {20, 0.7375} , {40, 0.1841} , {80, 0.0468} , {160, 0.012} , {320, 0.0031}} 

ListLogLogPlot[{data15, data16}, Joined -> True, PlotLegends -> {S7, T7}, PlotMarkers -> Automatic] 

data17 = {{10, 3.8959} , {20, 0.929} , {40, 0.2355} , {80, 0.0581} , {160, 0.0146} , {320, 0.0036}} 

data18 = {{10, 3.2192} , {20, 0.8017} , {40, 0.1999} , {80, 0.0495} , {160, 0.0125} , {320, 0.0031}} 

ListLogLogPlot[{data17, data18}, Joined -> True, PlotLegends -> {S8, T8}, PlotMarkers -> Automatic] 

data19 = {{10, 4.212} , {20, 1.142} , {40, 0.311} , {80, 0.083} , {160, 0.023} , {320, 0.007}} 

data20 = {{10, 3.746} , {20, 1.003} , {40, 0.268} , {80, 0.073} , {160, 0.021} , {320, 0.007}} 

ListLogLogPlot[{data19, data20}, Joined -> True, PlotLegends -> {S9, T9}, PlotMarkers -> Automatic] 

data21 = {{10, 5.341} , {20, 1.335} , {40, 0.342} , {80, 0.087} , {160, 0.023} , {320, 0.006}} 

data22 = {{10, 4.577} , {20, 1.146} , {40, 0.295} , {80, 0.075} , {160, 0.02} , {320, 0.005}} 

ListLogLogPlot[{data21, data22}, Joined -> True, PlotLegends -> {S10, T10}, PlotMarkers -> Automatic] 

data23 = {{10, 6.655} , {20, 1.734} , {40, 0.447} , {80, 0.121} , {160, 0.033} , {320, 0.011}} 

data24 = {{10, 5.426} , {20, 1.466} , {40, 0.386} , {80, 0.105} , {160, 0.031} , {320, 0.009}} 

ListLogLogPlot[{data23, data24}, Joined -> True, PlotLegends -> {S11, T11}, PlotMarkers -> Automatic] 

data25 = {{10, 7.108} , {20, 1.866} , {40, 0.451} , {80, 0.11} , {160,0.029} , {320, 0.007}} 

data26 = {{10, 5.93} , {20, 1.434} , {40, 0.375} , {80, 0.091} , {160,0.023} , {320, 0.006}} 

ListLogLogPlot[{data25, data26}, Joined -> True, PlotLegends -> {S12, T12}, PlotMarkers -> Automatic] 
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data27 = {{10, 8.994} , {20, 2.035} , {40, 0.521} , {80, 0.132} , {160, 0.034} , {320, 0.009}} 

data28 = {{10, 7.422} , {20, 1.838} , {40, 0.471} , {80, 0.117} , {160, 0.031} , {320, 0.008}} 

ListLogLogPlot[{data27, data28}, Joined -> True, PlotLegends -> {S13, T13}, PlotMarkers -> Automatic] 

data29 = {{10, 9.382} , {20, 2.444} , {40, 0.651} , {80, 0.169} , {160, 0.048} , {320, 0.014}} 

data30 = {{10, 7.445} , {20, 1.993} , {40, 0.515} , {80, 0.145} , {160, 0.042} , {320, 0.011}} 

ListLogLogPlot[{data29, data30}, Joined -> True, PlotLegends -> {S14, T14}, PlotMarkers -> Automatic] 

data31 = {{10, 10.67} , {20, 2.795} , {40, 0.707} , {80, 0.177} , {160, 0.045} , {320, 0.012}} 

data32 = {{10, 9.071} , {20, 2.28} , {40, 0.575} , {80, 0.147} , {160,0.038} , {320, 0.009}} 

ListLogLogPlot[{data31, data32}, Joined -> True, PlotLegends -> {S15, T15}, PlotMarkers -> Automatic] 

data33 = {{10, 12.494}, {20, 3.124} , {40, 0.813} , {80, 0.213} , {160, 0.057} , {320, 0.017}} 

data34 = {{10, 10.018} , {20, 2.659} , {40, 0.674} , {80, 0.183} , {160, 0.052} , {320, 0.014}} 

ListLogLogPlot[{data33, data34}, Joined -> True, PlotLegends -> {S16, T16}, PlotMarkers -> Automatic] 

data35 = {{10, 12.811} , {20, 3.273} , {40, 0.84} , {80, 0.216} , {160, 0.059} , {320, 0.017}} 

data36 = {{10, 9.897} , {20, 2.752} , {40, 0.702} , {80, 0.186} , {160, 0.051} , {320, 0.015}} 

ListLogLogPlot[{data35, data36}, Joined -> True, PlotLegends -> {S17, T17}, PlotMarkers -> Automatic] 

data37 = {{10, 13.281} , {20, 3.284} , {40, 0.828} , {80, 0.204} , {160, 0.052} , {320, 0.013}} 

data38 = {{10, 11.066} , {20, 2.859} , {40, 0.715} , {80, 0.181} , {160, 0.046} , {320, 0.012}} 

ListLogLogPlot[{data37, data38}, Joined -> True, PlotLegends -> {S18, T18}, PlotMarkers -> Automatic] 

data39 = {{10, 14.569} , {20, 3.369} , {40, 0.842} , {80, 0.209} , {160, 0.052} , {320, 0.014}} 

data40 = {{10, 13.082} , {20, 3.172} , {40, 0.836} , {80, 0.204} , {160, 0.051} , {320, 0.013}} 

ListLogLogPlot[{data39, data40}, Joined -> True, PlotLegends -> {S19, T19}, PlotMarkers -> Automatic] 
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 今回⾏った数値解析では、n を 10,20,40,80,160,320,640 と倍にしていっ
た。固有値の誤差をグラフ化した際、n を倍にして⾏ったことからグラフの傾
きが-2 となることを予想し、実際ほぼ-2 になっていることがわかった。また、
S と T の各 j 番⽬の固有値において、n が 2 倍になっても、最⼩で上から 2
桁、最⼤で 4~5 桁⼀致していることがわかった。 
 

   3.3 実⾏結果 その 2 

 FreeFem++によって得られた S と T の固有値がどれほどの精度を持つかを調
べる。 
 今回、数値解析した中で n が⼀番⼩さい値と⼤きい値で次の計算を⾏った。 

𝜆4,�,� − 𝜆4,�,�
𝜆4,�,�

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�𝑆4 − 𝑇4� 
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 これより、領域 S と T の固有値は、 
n=10 のとき 上から 2 桁 
n=640 のとき 上から 6 桁  
それぞれ⼀致した。三⾓形分割の数を増やすほどに領域 S と T の固有値は近づ
くことがわかった。 
 また、実⾏結果その 1,2 より領域 S と T はかなり近い⾳を出すことが推定さ
れ、S. J. Chapman の主張は正しいということが数値計算でほぼ確認された。 

 

  4 最後に 

本卒業研究では、S. J. Chapman の主張が本当に正しいのか？ということを確か
めるため数値解析を⾏い、初等的な証明を試みた。 
領域 S と T の固有値が残念ながらピタリと⼀致しなかったが、上から 6 桁とい
う信頼出来る範囲で⼀致させることができた。また、数値解析では、Chapman
の主張が正しいとほぼ確かめられたが、幾何学的に S と T が同じ⾳を出すこと
の証明が必要である。 
Lemma2 において、P ∪ s で𝑢は𝐶-級になることを認める⾶び道具を使っている。 
𝑢ol(0, 𝑦), 𝑢lo(0, 𝑦)が⼀致することの証明の他の⼿段が思いつかなかったことが
本卒業研究での残された課題であり、⼼残りである。 
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